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一般的 ODE 问题

d
dtu = f(t, u), 其初值条件为u(0) = u0.

ttn

r

t[n]
2

t[n]
1 = rω1

t[n]
0

这里 ωj 是方程 x3 = 1 的单位根, 其中 j = 0, 1, 2, 即 ωj = e
i2πj

3 .
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Taylor 展开

u(t[n+1]
j ) ≈ u(tn+1) +

q∑
ν=1

u(ν)(tn+1)
ν! (rωj)ν , (1a)

u(t[n+1]
j ) ≈ u(tn) +

q∑
ν=1

u(ν)(tn)
ν! (rωj + τ)ν . (1b)
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Cauchy 积分公式

d
dtu = f(t, u), 其初值条件为u(0) = u0.

u(ν)(tn)
ν! =


1

2πi
∮

Γ
u(z)

(z − tn)dz, ν = 0,

1
2πνi

∮
Γ

u′(z)
(z − tn)ν

dz = 1
2πνi

∮
Γ

f(z, u(z))
(z − tn)ν

dz, ν ≥ 1.

这里 Γ 是包含 tn 的闭曲线。
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Cauchy 积分公式

选择一个相对简单的 Γ，即以 tn 为圆心、半径为 r 的圆周，并利
用变量替换 z = tn + reiθ，则上述表达式等价于

u(ν)(tn)
ν! =


1

2π

∫ 2π
0 u(reiθ + tn)dθ, ν = 0,

1
2πνrν−1

∫ 2π
0

f(reiθ + tn, u(reiθ + tn))
ei(ν−1)θ dθ, ν ≥ 1.



格式构成 Buvoli 的猜想 稳定性分析 逼近性分析 在抛物方程中的应用 数值验证 讨论

梯形公式

u(ν)(tn)
ν! ≈


1
s

s∑
k=1

u[n]
k , ν = 0,

1
νrν−1 · 1

s
s∑

k=1
f[n]
k e−i(ν−1)θk = f̂[n]

ν−1
νrν−1 , q ≥ ν ≥ 1,

(2)

其中 u[n]
k , f[n]

k 分别表示函数 u, f 在采样点 tn + rωk 处的值，s 表
示采样点的个数。
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代入到 Taylor 展开系数中
因此，由 (1a) 和 (1b) 可得

u(t[n+1]
j ) ≈u(tn+1) + r

q∑
ν=1

ων
j

ν
f̂[n+1]
ν−1

≈1
q

q∑
k=1

u[n+1]
k + r

q∑
ν=1

∫ ωj

s=0
sν−1ds · f̂[n+1]

ν−1 =: u[n+1]
j ,

以及

u(t[n+1]
j ) ≈u(tn) +

q∑
ν=1

 f̂[n]
ν−1

νrν−1

 (rωj + τ)ν

≈1
q

q∑
k=1

u[n]
k + r

q∑
ν=1

(α + ωj)ν

ν
f̂[n]
ν−1( by τ = αr)

=1
q

q∑
k=1

u[n]
k + r

q∑
ν=1

∫ α+ωj

s=0
sν−1ds · f̂[n]

ν−1 =: u[n+1]
j ,

其中 1 ≤ j ≤ q。
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矩阵表示

迭代步：u[n+1] = Au[n+1] + rB(0)f[n+1], (4a)
传播步：u[n+1] = Au[n] + rB(α)f[n], 当n ≥ 1 时, (4b)

其中
u[n] := [u[n]

j ]qj=1 和 f[n] := [f[n]
j ]qj=1 分别表示解向量和右端项

向量；
A 是一个 q 维的全一方阵，每个元素乘以 1

q；
B(α) := S(α)F，其中

S(α) =

σ1,1 . . . σ1,q
... ... ...

σq,1 . . . σq,q

 和F = 1
q


ω0

1 . . . ω0
q

... . . . ...
ω1−q

1 . . . ω1−q
q


这里 σj,k = σj,k(α) :=

∫ α+ωj
x=0 xk−1dx。此处，S(α) 可视为积分

意义下的 Vandermonde 矩阵，而 √qF 是离散 Fourier 矩阵。
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图: 通过迭代步 (4a) 获取初始解向量 u[0]（左图），并通过传播步 (4b)
更新解向量 u[n+1] 的各个分量 u[n+1]

j （右图）。
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为何称其为 Adams-Bashforth 型积分器？

u(tn+1) = u(tn) +
∫ tn+1

tn
f(t, u(t))dt.

传统的线性多步法

un+1 = un +
∫ tn+1

tn
(≈ f(t, u(t)))dt.

注意到
u[n+1] = Au[n] + rB(α)f[n], when n ≥ 1,

两边同时作用 1
q1

T

un+1 = un + r
q1

TB(α)f[n], when n ≥ 1.
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线性稳定性分析

考虑 Dalhquist 问题

d
dtu(t) = λu(t), 其初始条件u(0) = 1

其中 λ ∈ {z ∈ C; Re(z) ≤ 0}. 采用一阶 Adams-Bashforth 离散

un+1 − un

τ
= λun

则其数值解可写为
un+1 = R(z)un

其中 R(z) = 1 + z 称为稳定性函数且 z := λτ . 比较该问题的精
确解

u(tn+1) = eλτ u(tn).
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定义 (绝对稳定区域)

S := {z ∈ C; |R(z)| < 1}.

对于 ABTI 有类似矩阵向量型的稳定函数

R(z) := A + zB 其中B := 1
αB(α).

数值解向量满足
u[n+1] = R(z)u[n].

定义

绝对稳定区域由谱半径描述为

Sq := {z ∈ C; ρ(R(z)) < 1},

其中 R(z) 是一个 q 维方阵且 q > 1.
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猜想

ABTI 的绝对稳定区域会随着精度的提升而收缩到一个极限的稳
定区域，即

lim
q→∞

Sq → S∞ :=
{

z ∈ C, Re(z) < 0 和|z| <
1
e

}
.
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特征多项式的导出

引理 (等价矩阵)
对于所有 α ∈ R+ 和 z ∈ C，矩阵 A + zS(α)F 与 e1eT

1 + zFS(α)
具有相同的特征多项式.

证明.
根据矩阵

√qF 的酉性质，即 FF∗ = 1
qE = F∗F 可得到∣∣∣A + zS(α)F − λE

∣∣∣ =
∣∣∣qAF∗ + zS(α) − qλF∗

∣∣∣ · ∣∣∣F∣∣∣
=
∣∣∣qFAF∗ + zFS(α) − qλFF∗

∣∣∣ =
∣∣∣e1eT

1 + zFS(α) − λE
∣∣∣

其中 e1 := [1, 0, . . . , 0]T 和 F∗ 是 F 的共轭转置.
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⟨FS(α)⟩j,k =
q∑

n=1
Fj,nSn,k(α) = 1

q

q∑
n=1

ω1−j
n · (α + ωn)k

k

=1
q

q∑
n=1

ω1−j
n · 1

k

k∑
m=0

(
k
m

)
αk−mωm

n

=
k∑

m=0

1
k

(
k
m

)
αk−m · 1

q

q∑
n=1

ω1−j+m
n

=
{1

k
( k

j−1
)
αk−j+1 + 1

qδ{(j,k),(1,q)} if j ≤ k + 1,

0, if j > k + 1,

其中

1
qΣq

n=1ω1−j+m
n =

{
1, 当1 − j + m = 0 (mod q)
0, 其他情况

.
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令 mj,k := z · µj,k − λδj,k 其中 µj,k := 1
k
( k

j−1
)
αk−j+1.∣∣∣e1eT

1 + zFS(α) − λE
∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m1,1 + 1 m1,2 . . . m1,q−1 m1,q + z
q

z m2,2 . . . m2,q−1 m2,q

z/2 . . . m3,q−1 m3,q
. . . ... ...

z/(q − 1) mq,q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m1,1 m1,2 m1,3 . . . m1,q
z m2,2 m2,3 . . . m2,q

z/2 m3,3 . . . m3,q
. . . . . . ...

mq,q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m2,2 m2,3 m2,4 . . . m2,q
z/2 m3,3 m3,4 . . . m3,q

z/3 m4,4 . . . m4,q
. . . . . . ...

mq,q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− γq(−z) =: Dq + D̃q − γq(−z).
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Dq = mq,qDq−1 − z
q − 1

(
mq−1,qDq−2 − z

q − 2 (. . .)
)

=
q−1∑
j=0

(−z)j

(q − j)j
mq−j,qDq−j−1

= −
q−1∑
j=0

(−z)j+1

(q − j)j

1
q

(
q

q − j − 1

)
αj+1Dq−j−1 − λDq−1

= −
q−1∑
j=0

γj+1(−αz)Dq−j−1 − λDq−1,

其中 (a)n := a(a + 1) . . . (a + n − 1), (a)0 := 1 表示上升阶乘，并
设 D0 = 1。
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记 βj := γj(−αz) := (−αz)j

j! ，则上述差分方程可化为关于未知向
量 d 的矩阵方程

Λd + Bd = e1,

其中

Λ :=


0
λ 0

. . . . . .
λ 0

 , B :=


β0
β1 β0
... . . . . . .

βq . . . β1 β0

 和d :=


D0
D1
...

Dq

 .
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Λd+Bd = e1 ⇒ (B−1Λ+E)d = B−1e1 ⇒ d = (B−1Λ+E)−1B−1e1.

可得

Dq =
q∑

j=0
γq−j((j + 1)αz)(−λ)j,

类似的操作可以得到

D̃q =
q−1∑
j=0

γq−1−j((j + 1)αz)(−λ)j.
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获得特征多项式

用 z/α 代替前面提到的 z, 我们不难得出

pq(λ; A+zB) = pq(λ; A+zB(α)/α) = fq(λ; z)+fq−1(λ; z)−γq(− z
α),

其中

fq(λ; z) :=
q∑

j=0
γq−j((j + 1)z)(−λ)j.
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检验特征多项式

the original matrix

-1 -0.5 0 0.5 1
-1

-0.8

-0.6
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0.2

0.4

0.6

0.8

1
the equivalent matrix

-1 -0.5 0 0.5 1
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
characteristic polynomial

-1 -0.5 0 0.5 1
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

图: 由原始矩阵 A + zB(α)/α = A + zS(α)F/α 的谱半径描述的稳定域
（左图）、等价矩阵 e1eT

1 + zFS(α)/α 的谱半径描述的稳定域（中图）以
及导出特征多项式零点的最大模描述的稳定域（右图）。原点处的圆以
半径为 1/e 的红色线条标出，q = 2, . . . , 16 的稳定区域轮廓以蓝色线
条表示。
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roots locus curve

一般的 k 步法

αkym+k + . . . + α0ym = τ(βkfm+k + . . . + β0fm).

对于 Dahlquist 问题而言，即 fj = λyj 对于 j ≥ 0.

αkym+k + . . . + α0ym = µ(βkym+k + . . . + β0ym)

其中 µ = τλ. 其特征方程为

(αk − µβk)ξk + . . . + (α0 − β0) = ϱ(ξ) − µσ(ξ) = 0

有稳定解的充要条件为特征方程的所有根都在单位圆盘内.
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roots locus curve: 根与系数的连续依赖关系

µ = ϱ(ξ)
σ(ξ) ,

由 ξ = eiθ 去确定 µ 的边界。
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由 λ = eiθ 确定 z 的边界曲线

pq(z; θ) := pq(eiθ; A + zB).

变量替换 ζ = −e−iθz, 即一个等模长曲线, 对 pq(z; θ) 进行改写

p̃q(ζ; θ) := f̃q(ζ) − e−iθ f̃q−1(ζ) − γq(ζ/α),

其中，f̃q(ζ) :=
∑q

j=0 γq−j((j + 1)ζ). 不失一般性，我们只考虑
α = 1 的情况。



格式构成 Buvoli 的猜想 稳定性分析 逼近性分析 在抛物方程中的应用 数值验证 讨论

-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

图: p4(z; θ) 在 z 平面上的零点（左图）以及经过简单变换
ζ(θ) = −e−iθz(θ) 后在 ζ 平面上的零点（右图）。当 θ ∈ [− π

2 , π
2 ] 时，零

点 ζ(θ) 和 z(θ) 用蓝色标记。
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抛物半径

引理

当 θ = 0 或 π 时，多项式 p̃n(ζ; θ) 的所有零点均位于实轴上。此
外，ABTI 线性稳定性分析中所使用的抛物型半径由 p̃n(ζ; π) 的
零点的最小模给出。

-0.4 -0.35 -0.3 -0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

图: p̃n(ζ; π) 在 ζ 靠近零点时的函数图像.
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生成函数

记多项式序列 f̃n(ζ) :=
∑n

j=0 γn−j((j + 1)ζ)，其生成函数为

F̃(ζ, t) :=
∞∑

n=0
f̃n(ζ)tn =

∞∑
n=0

 n∑
j=0

((j + 1)ζ)n−j

(n − j)!

 tn

=
∞∑

j=0

∞∑
n=j

((j + 1)ζ)n−j

(n − j)! tn =
∞∑

j=0

∞∑
n=0

((j + 1)ζ)n

n! tn+j

=
∞∑

j=0
tje(j+1)ζt = eζt

∞∑
j=0

(teζt)j = 1
e−ζt − t 当|teζt| < 1 时.
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因此，

P̃(t; ζ) = 1 + t
e−ζt − t − e−ζt

是 p̃n(ζ; π) 的生成函数，可通过类似方式得到。

p̃n(ζ) := p̃n(ζ; π) = 1
2πi

∮
|t|=1

P̃(t; ζ)
tn+1 dt = 1

2π

∫ 2π

0
P̃(φ; ζ)·e−inφdφ,

其中 P̃(φ; ζ) := P̃(eiφ; ζ) 是关于 φ ∈ R 以 2π 为周期的函数。
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GTM 249, P200
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图: 函数 Re(P̃(φ; ζ))（左图）与 Im(P̃(φ; ζ))（右图）的图像，其中
φ ∈ [0, 2π]，ζ = − 1

e , − 1
2e , − 1

4e
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引理

对于函数 f(t) ∈ Cq(0, T]，存在如下近似

r
q1

TB(α)f[n] −
∫ tn+1

tn
f(t)dt = O(τq).

证明：我们重点关注 1
q1

TS(α) 的第 q 个分量

1
q

q∑
j=1

(α + ωj)q

q = 1
q

q∑
j=1

∑q
m=0

(q
m
)
αq−mωm

j
q

=1
q

q∑
m=0

(
q
m

)
αq−m

1
q

q∑
j=0

ωm
j

 = αq

q + 1
q .
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r
q1

TB(α)f[n] = r
q−1∑
ν=0

αν+1

ν + 1 f̂ν + r
q · f̂q−1

=
∫ τ

0

q−1∑
ν=0

( t
r

)ν

· f̂νdt + r
q · f̂q−1

其中 f̂ν =
〈
Ff[n]

〉
ν+1

.
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对所以 0 ≤ ν ≤ q − 1 成立, 由泰勒展开及积分的余项, 我们有

f̂ν =1
q

q∑
j=1

ω−ν
j f(tn + rωj)

=1
q

q∑
j=1

ω−ν
j

q−1∑
µ=0

f(µ)(tn)
µ! (rωj)µ +

∫ t[n]
j

tn

(t − t[n]
j )q−1

(q − 1)! · f(q)(t)dt


=

q−1∑
µ=0

f(µ)(tn)
µ! rµ

1
q

q∑
j=1

ωµ−ν
j


+ 1

q

q∑
j=1

ω−ν
j

∫ t[n]
j

tn

(t − t[n]
j )q−1

(q − 1)! · f(q)(t)dt


= f(ν)(tn)

ν! rν + 1
q

q∑
j=1

ω−ν
j

∫ t[n]
j

tn

(t − t[n]
j )q−1

(q − 1)! · f(q)(t)dt.
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于是，

r
q1

TB(α)f[n] =
∫ τ

0

q−1∑
ν=1

f(ν)(tn)

ν! tν + rn,1(t)

dt

+ r
q ·

 f(q−1)(tn)
(q − 1)! rq−1 + 1

q

q∑
j=1

ωj

∫ r

0

(r − t)q−1

(q − 1)! · f(q)(ωjt + tn)dt


其中

rn,1 :=
q−1∑
ν=0

( t
r

)ν

· 1
q

q∑
j=1

ωq−ν
j

∫ r

0

(r − t)q−1

(q − 1)! · f(q)(ωjt + tn)dt.
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类似地，

∫ tn+1

tn
f(t)dt =

∫ τ

0
f(t + tn)dt =

∫ τ

0

q−1∑
ν=0

fν(tn)
ν! tν + rn,2(t)

dt

其中 rn,2(t) :=
∫ t

0
(t−σ)q−1

(q−1)! f(q)(σ + tn)dσ. 因此，我们知道

r
q1

TB(α)f[n] −
∫ tn+1

tn
f(t)dt

=
∫ τ

0
rn,1(t) − rn,2(t)dt+ f(q−1)(tn)

q! rq + r
q · 1

q

q∑
j=1

ωj

∫ r

0

(r − t)q−1

(q − 1)! · f(q)(ωjt + tn)dt


= f(q−1)(tn)

αq · q! τq + O(τq+1).
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
d
dtu(x, t) = Lu(x, t) + f(t, x), x ∈ Ω × [0, T],
u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

u(x, t) = 0, ∂Ω × [0, T],
(5)

的全离散格式给出

(Eτ ⊗ M) u[0]
h =1⊗ u0

h + r (B(α) ⊗ K) u[0]
h + r (B(α) ⊗ Eh) f[0]

h ,

(Eτ ⊗ M) u[n+1]
h = (A ⊗ M) u[n]

h + r (B(α) ⊗ K) u[n]
h + r (B(α) ⊗ Eh) f[n]

h ,

其中 M 和 K 分别是与有限元方法或其他空间离散方法相关的质
量矩阵和刚度矩阵。u[n]

h := [un
1,h, un

2,h, . . . , un
q,h]T 是一个 (q × Nh)

维的列解向量，其中 Nh 表示空间离散的自由度数。
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u0
h 是初始值函数 u0(x) 的有限元插值的矩阵形式，即初始有限
元解 u0

h :=
∑Nh

µ=1⟨u0
h⟩µφµ(x)，其中 ⟨u0

h⟩µ 是向量 u0
h 的第 µ 个分

量，而 {φµ(x)}Nh
µ=1 是有限元基函数。第 n 个时间层上的数值解

un
h 满足确定的关系

un
h = φTun

h = φT
(

1
q1

T
τ ⊗ Eh

)
u[n]

h

其中 φ = [. . . , φj, . . .]T 是有限元基函数向量，1τ 是与时间离散
尺度 q 相关的全一向量，Eh 是与空间离散尺度（即有限元的自
由度 Nh）相关的单位矩阵。
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定理 ( L2-稳定性)

对于任意 q ≥ 1，在抛物型 CFL 条件 ρ(G) < 1 所给出的时间步
长限制下，其中 G := A ⊗ Eh + τ(B ⊗ K)(Eτ ⊗ M)−1，并记
B := 1

αB(α)，则全离散格式 (6) 在如下意义下是 L2 稳定的：

∥∥∥un+1
h

∥∥∥ ≤
∥∥∥u0

h
∥∥∥+ τ

n∑
ν=0

∥fνh∥ . (7)

定理 (L2-误差估计)

记与不同离散时间节点相关的误差为 en := ∥u(tn) − un∥，则全离
散格式 (6) 满足如下误差界：

eN ≤ C(τq−1 + hk),

其中 q 是 ABTI 方法所使用的离散尺度，k 是空间有限元离散的
精度。
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ODE

考虑非线性常微分方程 (Allen-Cahn 方程)

d
dtu + 1

ε2 f(u) = 0, t ∈ [0, T] 初始条件为u(0) = u0,

其中 f(u) = u3 − u. 该方程有显式解

u(t) = u0√
e− 2

ε2 t + u2
0(1 − e− 2

ε2 t)
.
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E(τ)表示在此时间离散下终端时刻T = 1 处的误差.

ε = 0.5, u0 = 0.01, 和α = 1.

由于我们处理的是非线性问题，初始解向量需要求解如下的非线
性代数方程：

u[0] = u0
1− r

ϵ2 B(α)f(u[0]).

在我们的实验中，我们采用 Newton 迭代法对上述方程进行数值
求解，迭代的初始猜测值设为 u0

1.
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表: 原始 ABTI 在求解 Allen-Cahn 常微分方程时的误差与收敛性.

1/τ
q = 1 q = 2 q = 3

E(τ) c.o. E(τ) c.o. E(τ) c.o.
128 2.299e-02 - 2.011e-02 - 1.548e-04 -
256 2.669e-02 -0.215 1.024e-02 0.974 3.941e-05 1.974
512 2.861e-02 -0.100 5.162e-03 0.988 9.939e-06 1.987
1024 2.958e-02 -0.048 2.592e-03 0.994 2.496e-06 1.994

- 0.000 - 1.000 - 2.000
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PDE

考虑经典的热传导方程{ d
dtu = ∆u, u ∈ [0, T] × [−π, π],
u(0, x) = cos(x), x ∈ [−π, π] 且满足周期边界条件.

(8)

众所周知，其精确解为 u = e−t cos(x)，且显然有
u ∈ H1

0([−π, π])。
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M = E, K = 1
h2


−2 1
1 . . . . . .

. . . . . . 1
1 −2


我们容易得到 K 是一个负定矩阵，且其谱半径满足 ρ(K) ≤ 4

h2 .
同时，我们将使用一个关键的张量恒等式，即
ρ(G) = ρ(A ⊗ Eh + τB ⊗ K) = ρ(A − τρ(K)B). 容易验证，当
τ
h2 ≤ rn

4 时，有 ρ(G) < 1。
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表: 不同 τ 下增长矩阵的谱半径

τ 0.9 × r1h2

4
r1h2

4 1.1 × r1h2

4

ρ(G) 0.9996 0.9995 1.1161

图: τ = 0.9 × r1h2

4 (Left), τ = r1h2

4 (Middle) and τ = 1.1 × r1h2

4 (Right).
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一些有趣的问题

对于所有的参数 α > 0 和 θ ∈ (−π, π], 多项式 p̃q(ζ; θ) 所有
的根都是单根？

如何估计抛物半径的收缩率？

有没有可能借助复平面构造 A-稳定显格式？
交错多项式中的几何1;
pair correlation conjecture2. Fourier optimization and
Montgomery’s pair correlation conjecture- math. comp.

1Complex Polynomials - by T. Sheil-Small & Geometry of Polynomials - by
Morris Marden

2Extensions of Positive Definite Functions - by Feng Tian, Palle E. T.
Jorgensen, and Steen Pedersen
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(a) 论文链接 (b) 个人主页
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